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Iнтегральнi зображення додатно
визначених функцiй однiєї змiнної,
пов’язаних з оператором d
4
dx4
Одержано iнтегральнi зображення додатно визначених функцiй однiєї змiнної,
для яких ядра K(x, y) додатно визначенi. Це доведення грунтується на спектральнiй
теорiї оператора четвертого порядку.
Ключовi слова: iнтегральне зображення, додатно визначенi функцiї.
Получены интегральные представления положительно определённых функций
одной переменной, для которых ядра K(x, y) положительно определённые. Это
доказательство базируется на спектральной теории оператора четвертого порядка.
Ключевые слова: интегральное представление, положительно определённые функции.
Integral representation is obtained for positively definite functions of one variable,
kernels is positively definite. This proof is based on the spectral theory of differential
operators foor oder.
Key words: Integral representation, positively definite functions.
У статтi [2] М.Г. Крейн застосував метод спрямованих функцiоналiв для
одержання iнтегральних зображень додатно визначених ядер. Ю.М. Березанський
запропонував метод одержання iнтегральних зображень для додатно визначених
ядер за допомогою власних функцiй диференцiальних операторiв. Iз застосу-
ванням цього методу в [1] доведено теореми про iнтегральнi зображення для
додатно визначених ядер, пов’язаних з операторами i d
dx
; d
dx
; − d2
dx2
. У [5] доведено
теорему про iнтегральне зображення додатно визначених функцiй, пов’язаних
iз оператором d3
dx3
. У [3, 4] доведено теорему про iнтегральнi зображення для
двох парних додатно визначених у сукупностi функцiй, пов’язаних iз оператором
∂
∂xj
(j = 1, 2). У данiй статтi доведено теореми про iнтегральне зображення додатно
визначених функцiй, пов’язаних iз оператором d4
dx4
.
Означення 1. Цiлу парну функцiю C 3 s 7→ k(x) ∈ C∞ називатимемо додатно
визначеною (д.в.), якщо для ядра
K(x; y) =
1
4
[k(x+ y) + k(−x+ y) + k(x+ iy) + k(−x+ iy)]
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виконується нерiвнiсть
N∑
i,j=1
K(xi;xj)ξiξj ≥ 0 (1)
для рiзних довiльних точок x1, . . . , xN i ξ1, . . . , ξN ∈ R1.
Теорема 1. Кожна цiла парна д.в. функцiя k(s) (s ∈ C), яка задовольняє
умови
k(x) = k(ix), (2)
|k(x)| ≤ Ce|x| (C > 0), (3)
має iнтегральне зображення
k(x) =
1ˆ
0
1
2
[
ch
4
√
λx+ cos
4
√
λx
]
dρ(λ)+
+
0ˆ
−4
cos
1√
2
4
√
|λ|x · ch 1√
2
4
√
|λ|x dρ(λ), (4)
де dρ(λ) – невiд’ємна фiнiтна мiра, яку визначають однозначно. I навпаки,
функцiя вигляду (4) є д.в. i така, що для неї виконуються умови (2)–(3).
Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки для д.в. ядра (1) виконується рiвнiсть
∂4
∂x4
K(x; y) =
∂4
∂y4
K(x; y),
то для нього можна застосувати iнтегральне зображення (3.20) теореми 3.7
[1, с. 659] i одержати зображення
K(x; y) =
∞ˆ
−∞
3∑
j,k=0
χj(x;λ)χk(y;λ) dσjk(λ), (5)
де
Ωλ(x; y) =
3∑
j,k=0
(
∂j+kΩλ
∂xj∂yk
)
(0; 0) · χj(x;λ)χk(y;λ) dσjk(λ) =
=
(
∂j+kΩλ
∂xj∂yk
)
(0; 0) dρ(λ).
Щоб записати зображення (5), знайдемо фундаментальну систему розв’язкiв
χj(x;λ) (j = 0, 3) для рiвняння
d4u
dx4
= λu (6)
iз початковими умовами
dku
dxk
χj(x;λ)|x=0 = δij (j, k = 0, 3). (7)
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Фундаментальна система розв’язкiв (6), (7) матиме такий вигляд:
χ0(x;λ) =

1
2
(
ch 4
√
λx+ cos 4
√
λx
)
, λ ≥ 0,
cos
1√
2
4
√|λ|x · ch 1√
2
4
√|λ|x, λ < 0;
χ1(x;λ) =

1
2
sh 4
√
λx+ sin 4
√
λx
4
√
λ
, λ ≥ 0,
1
2
sh
1√
2
4
√|λ|x · cos 1√
2
4
√|λ|x+ ch 1√
2
4
√|λ|x · sin 1√
2
4
√|λ|x
1√
2
4
√|λ| , λ < 0;
χ2(x;λ) =

1
2
ch 4
√
λx− cos 4√λx√
λ
, λ ≥ 0,
sin
1√
2
4
√|λ|x · sh 1√
2
4
√|λ|x
1√
2
√|λ| , λ < 0;
χ3(x;λ) =

1
2
sh 4
√
λx− sin 4√λx
4
√
λ3
, λ ≥ 0,
1
2
sh
1√
2
4
√|λ|x · cos 1√
2
4
√|λ|x− ch 1√
2
4
√|λ|x · sin 1√
2
4
√|λ|x
1√
2
4
√|λ|3 , λ < 0.
Оскiльки K(x; y) = K(−x; y) = K(x;−y) = K(−x;−y), то K(x; y) = 1
4
[K(x; y)+
K(−x; y) +K(x;−y) +K(−x;−y)] i зображення (5) набуде такого вигляду:
K(x; y) =
∞ˆ
−∞
χ0(x;λ)χ0(y;λ) dσ00(λ) +
∞ˆ
−∞
χ0(x;λ)χ2(y;λ) dσ02(λ)+
+
∞ˆ
−∞
χ2(x;λ)χ0(y;λ) dσ20(λ) +
∞ˆ
−∞
χ2(x;λ)χ2(y;λ) dσ22(λ). (8)
Крiм того, K(x; y) = K(ix; y) = K(x; iy) = K(ix; iy), тому зображення (8) можна
записати
K(x; y) =
∞ˆ
−∞
χ0(x;λ)χ0(y;λ) dσ00(λ). (9)
Якщо покладемо у (9) y = 0, iз урахуванням (2) одержимо
k(x) =
∞ˆ
−∞
χ0(x;λ) dσ00(λ). (10)
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Але |k(x)| ≤ Ce|x|, тому iз (10) випливає зображення (4). Iз вигляду χ0(x;λ)
випливає, що k(x) продовжується до цiлої функцiї k(s) (s ∈ C).
Достатнiсть. Iз зображення (4), якщо λ ≥ 0, випливає, що
K(x; y) =
1
4
1ˆ
0
(
ch
4
√
λx ch
4
√
λy + cos
4
√
λx cos
4
√
λy+
+ ch
4
√
λx cos
4
√
λy + cos
4
√
λx ch
4
√
λy
)
dρ(λ) =
=
1
4
1ˆ
0
(
ch
4
√
λx+ cos
4
√
λx
)(
ch
4
√
λy + cos
4
√
λy
)
dρ(λ) (11)
i якщо λ < 0
K(x; y) =
1
4
1ˆ
0
4 ch
1√
2
4
√
|λ|x ch 1√
2
4
√
|λ|y·
· cos 1√
2
4
√
|λ|x cos 1√
2
4
√
|λ|y dρ(λ). (12)
За допомогою (11) i (12) перевiримо умову (1). Iз зображення (4) випливає умова
(2), дiйсно
k(ix) =
1ˆ
0
1
2
[
ch
4
√
λix+ cos
4
√
λix
]
dρ(λ) +
0ˆ
−4
cos 4
√
|λ|ix · ch 4
√
|λ|ix dρ(λ) =
=
1ˆ
0
1
2
[
cos
4
√
λx+ ch
4
√
λx
]
dρ(λ) +
0ˆ
−4
ch 4
√
|λ|x · cos 4
√
|λ|x dρ(λ) = k(x).
Умова (3) випливає iз оцiнки
|k(x)| =
∣∣∣∣∣∣
1ˆ
0
1
2
[
ch
4
√
λx+ cos
4
√
λx
]
dρ(λ)+
+
0ˆ
−4
cos
1√
2
4
√
|λ|x · ch 1√
2
4
√
|λ|x dρ(λ)
∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
1ˆ
0
1
2
∣∣∣ch 4√λx+ cos 4√λx∣∣∣ dρ(λ) + 0ˆ
−4
∣∣∣∣cos 1√2 4√|λ|x · ch 1√2 4√|λ|x
∣∣∣∣ dρ(λ) ≤
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≤
1ˆ
0
1
2
[
e|x| + 1
]
dρ(λ) +
0ˆ
−4
∣∣∣∣ch 1√2 4√|λ|x
∣∣∣∣ dρ(λ) ≤
≤ C1e|x| + C2 +
0ˆ
−4
e|x| dρ(λ) ≤ C1e|x| + C2e|x| + C3e|x| = Ce|x|.
Теорему 1 доведено.
Аналогiчно розмiрковуючи, можна довести такi твердження.
Означення 2. Цiлу парну функцiю C 3 s 7→ k(x) ∈ C∞ називатимемо додатно
визначеною (д.в.), якщо для ядра
K(x; y) =
1
4
[k(x+ y) + k(−x+ y)− k(x+ iy)− k(−x+ iy)]
виконується нерiвнiсть
N∑
i,j=1
K(xi;xj)ξiξj ≥ 0 (13)
для рiзних довiльних точок x1, . . . , xN i ξ1, . . . , ξN ∈ R1.
Теорема 2. Кожна цiла парна д.в. функцiя k(s) (s ∈ C), яка задовольняє
умови
k(0) = 0, (14)
k(x) = k(ix), (15)
|k(x)| ≤ Ce|x| (C > 0), (16)
має iнтегральне зображення
k(x) =
1ˆ
0
1
2
ch 4
√
λx+ cos 4
√
λx− 2
λ
dρ(λ)+
+
0ˆ
−4
1− ch 1√
2
4
√|λ|x · cos 1√
2
4
√|λ|x
1
2
|λ| dρ(λ), (17)
де dρ(λ) – невiд’ємна фiнiтна мiра, яку визначають однозначно, причому
1´
0
dρ(λ)
λ
<
∞;
0´
−4
dρ(λ)
|λ| < ∞. I навпаки, функцiя вигляду (17) є д.в. i така, що для неї
виконуються умови (14)–(16).
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Означення 3. Цiлу парну функцiю C 3 s 7→ k(x) ∈ C∞ називатимемо додатно
визначеною (д.в.), якщо для ядра
K(x; y) =
1
4
[
k(x+ y)− k(x− y) + k(x+ iy)− k(x− iy)
i
]
виконується нерiвнiсть N∑
i,j=1
K(xi;xj)ξiξj ≥ 0 (18)
для рiзних довiльних точок x1, . . . , xN ; ξ1, . . . , ξN ∈ R1.
Теорема 3. Кожна цiла парна д.в. функцiя k(s) (s ∈ C), яка задовольняє
умови k(0) = 0, (19)
k(x) = −k(ix), (20)
|k(x)| ≤ Ce|x| (C > 0), (21)
має таке iнтегральне зображення:
k(x) =
1ˆ
0
ch 4
√
λx− cos 4√λx− 2√
λ
dρ(λ)+
+
0ˆ
−4
sh 1√
2
4
√|λ|x · sin 1√
2
4
√|λ|x√|λ| dρ(λ), (22)
де dρ(λ) – невiд’ємна фiнiтна мiра, яку визначають однозначно, причому
1´
0
dρ(λ)√
λ
< ∞;
0´
−4
dρ(λ)√
|λ| < ∞. I навпаки, функцiя вигляду (22) є д.в. i така, що для
неї виконуються умови (19)–(21).
Доведенi теореми дають змогу розширити клас д.в. функцiй, дослiджених
ранiше. Цi результати можливо поширити на додатно визначенi функцiї багатьох
змiнних. Можна також застосувати цi функцiї для побудови моделей математичної
фiзики.
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